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Técnicas nao paramétricas: Uso

m Quando as hipo6teses a serem testadas nao envolvem parametros;
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Técnicas nao paramétricas: Uso

m Quando as hipo6teses a serem testadas nao envolvem parametros;

m Os dados sao medidas em uma escala de discriminagao ruim para
aplicar métodos paramétricos. Por exemplo, se os dados sao
contagens ou postos;

B As suposigoes necessarias para validar um procedimento
paramétrico nao sao validas;

m Necessidade de modelagem mais flexivel e menos restritiva.
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Teste de Wilcoxon

m Consideremos uma populagao P com distribuicao continua e
simétrica no qual retiramos uma amostra aleat6ria smples Xi, - - - , Xp;
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Teste de Wilcoxon

m Consideremos uma populagao P com distribuicao continua e
simétrica no qual retiramos uma amostra aleat6ria smples Xi, - - - , Xp;

m O teste de Wilcoxon é baseado nos postos (ranks) dos valores
obtidos. Postos sdo as posic¢oes, representados por nimeros, que 0s
valores obervados ocupam quando colocados em ordem crescente.
Por exemplo, considere o seguinte conjunto de valores:
12,17,15,19,14,16 e 11;
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Teste de Wilcoxon

m Consideremos uma populagao P com distribuicao continua e
simétrica no qual retiramos uma amostra aleat6ria smples Xi, - - - , Xp;

m O teste de Wilcoxon é baseado nos postos (ranks) dos valores
obtidos. Postos sdo as posic¢oes, representados por nimeros, que 0s
valores obervados ocupam quando colocados em ordem crescente.
Por exemplo, considere o seguinte conjunto de valores:
12,17,15,19,14,16 e 11;

m Colocando em ordem crescente e atribuindo a cada valor seu posto,
temos

Valor | 11 |12 |14 |15 |16 | 17 | 19
posto| 1 |2 | 3|4 | 5|6 |7
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Teste de Wilcoxon

Hipoteses:

m As observacdes Xi's sdo independentes;

Leao Estatistica ndo paramétrica. 4/20



Teste de Wilcoxon

Hipoteses:

m As observacdes Xi's sdo independentes;

m Cada observagao Xi é obtida de uma populagédo que é continua e
simétrica em torno de 6. Desta forma, admitimos que a probabilidade
(em teoria) de que dois valores amostrais coincidam é zero;

Para a realizacédo do teste de Wilcoxon estabelecemos uma das
seguintes hipoteses:

H0:9—90=0 H()ZH—HO:O H029—90:O
H1297907é0 H129790>0 H1:9790<0
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Teste de Wilcoxon

m Subtrair 6y de cada valor Xj,--- , Xy da amostra e assim obtemos um
novo conjunto de dados: Z, 2, --- ,Z, no qual Z; = X; — 6p;
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Teste de Wilcoxon

m Subtrair 6y de cada valor Xj,--- , Xy da amostra e assim obtemos um
novo conjunto de dados: Z, 2, --- ,Z, no qual Z; = X; — 6p;

m Ordenamos de forma crescente 0 novo conjunto de dados
{121,122 |,---,| Zn |} e associamos a cada valor Z; o posto R;
correspondente. A seguir, definimos a variavel indicadora V; na forma

i = 1,seZ >0
"7 10,seZ <0’

paratodoi=1,---,n.
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Teste de Wilcoxon

m Subtrair 6y de cada valor Xj,--- , Xy da amostra e assim obtemos um
novo conjunto de dados: Z, 2, --- ,Z, no qual Z; = X; — 6p;

m Ordenamos de forma crescente 0 novo conjunto de dados
{121,122 |,---,| Zn |} e associamos a cada valor Z; o posto R;
correspondente. A seguir, definimos a variavel indicadora V; na forma

i = 1,seZ >0
"7 10,seZ <0’

paratodoi=1,---,n.

m Definimos a estatistica T+ como a soma dos postos que tém sinal
positivo, ou seja,

n
TH=> R
i
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Teste de Wilcoxon

Distribuicao Exata

Sob HO as distribuicoes de todos os Z;, - - - , Z, séo simétricas em
torno de 6 = 6y. Portanto, se temos uma amostra de n elementos, temos
2" possibilidades para a configuragao (Ry, Re, - - - , Rg) e cada uma delas

ocorre com probabilidade 2l no qual B é o niumero de postos com Z;
positivo. Neste caso, temos que

P(TT=1)= u2(’z;);

no qual u(t) € o nimero de maneiras de atribuir valores para as
configuragdes (R1, Rz, - - - , Rg) de forma que
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Teste de Wilcoxon

Distribuicao Assintodtica

Sob a hipotese nula (6 = 6p), temos que o valor esperado e a variancia
sao dados por

n(n+1)
4

n(n+1)(2n+1)

E(TT|6=06) = o4

e Var(TT|60=06p) =
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Teste de Wilcoxon

Distribuicao Assintodtica

Sob a hipotese nula (6 = 6p), temos que o valor esperado e a variancia
sao dados por

n(n+1)
4

n(n+1)(2n+1)

E(TT|6=06) = o4

e Var(TT|60=06p) =

A estatistica Z, dada por

T+ — Eo(TH) T+ —1In(n+1)

T Van(TY)  Jn(n+ N)@n+ 1)/24]

tem distribuicdo aproximadamente Normal com média 0 e variancia 1.
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Estatistica de Postos: Processo Pontual

m Seja X uma variavel aleatoria discreta assumindo valores
{1,2,---, k} no qual k pode ser finito ou nao;

m Tomamos N(i) = fl;x<;; paratodo /= 1,2, --. Neste caso, obtemos
que N é um submartingale;

m Decomposicdo de Doob nos garante que N = Y + A, no qual Y é um
martingale e A é um processo ndo decrescente tal que

Ali) = > h(o)V(0),
=1
no qual

_BX=1

h(¢) = P[X > 1] e V() =T (x>
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Estatistica de Postos: Funcao Intensidade

m Dado X uma variavel aleatéria discreta com distribuicao de
probabilidade P[X = i]. Entao, existe uma Unica fungao intensidade
h:{1,2,--- ,k} —[0,1], tal que

PIX = i]
i) = pl=1

comi=1,--- k.

m Dado uma fungao de intensidade h, existe uma Unica variavel
aleatoria X satisfazendo

i—1 k
BX =1 = h(i) []11 — he)] = T]11 = he) /O MO ()] AN,
0=1 =1
na qual V(£) = Ml x>¢ € N(£) = l(x<py, paratodo i =1,--- k.
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Estatistica de Postos: Modelo

m Tomamos Xf’, e ,X,é’p uma amostra aleatéria simples (iid) da
distribuicdo FP,talque n, >1ep=1,---,J;

m Assumimos que as populagoes também sao independentes;

m Como as variaveis aleatoérias sao independentes, temos que
Mo
N (i) = > M xeany = YP(I) + A (),
m=1

nos quais
i

Np
A(i) =Y VP(ORP(L) e V() =) Ty
=1 m=1
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Estatistica de Postos: Kaplan-Meier

m Na decomposigao de Doob, o martingale Y™ representa o ruido.
Assim, queremos um estimador que elimine o ruido. Neste caso,
queremos encontrar h™ tal que Y™ (i) =0paratodoi=1,2,---  k;

m Temos que Y" (1) = 0 implica que

~ N™(1) _ AN™(1)

"0 = Ve~ ve)

, N™(0) = 0;

m Da mesma forma, se Y (¢) = 0 obtemos o estimador de
Kaplan-Meier

Pro(0) = A\;\n’:‘gg), AN™(£) = N™(¢) — N"(¢ — 1),

paratodo/=1,2,---  K;
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Estatistica de Postos: Kaplan-Meier

m Como V" é um processo previsivel concluimos que

1

NEIGEDY vn: 0 AY™(0)+ > hP(0);
=1 =1

=1

martingale
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Estatistica de Postos: Kaplan-Meier

m Como V" é um processo prewswel concluimos que

Zh"p Zvnp AY"™ (¢ +Zhﬂ

martingale

m Assim, obtemos que
ER™ (i) = hP(i), i=1,2,--- k;
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Estatistica de Postos: Kaplan-Meier

m Como V" é um processo prewswel concluimos que

Zh"p Zvnp AY"™ (¢ +Zhﬂ

martingale

m Assim, obtemos que
ER™ (i) = hP(i), i=1,2,--- k;

m Temos que

i

Px=1 = [t - (o) O-anOhe(e) o
£=1
AN"(j ~ o o
= np(l), Funcao de Distribuicdo Empirica.
P
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Estatistica de Postos: Kaplan-Meier

m A variancia do estimador de Kaplan-Meier é dado por

Var[i™ (¢)] = HP)(¢) [1 - h(p)(ﬁ)} E [ vn: ( 4)] L 0<;

m Temos que V" (¢) tem distribuicdo Binomial com parametros n, e
P[XP > /];
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Estatistica de Postos: Distribuicao Assintética

m Dada uma sequéncia {h™} de estimadores da funcao intensidade
h(P) temos que

P [sup |h™(¢) — h(p)(€)|] -0,

0<i

ou seja, ™ é um estimador consistente para a fungao h®);
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Estatistica de Postos: Distribuicao Assintética

m Dada uma sequéncia {h™} de estimadores da funcao intensidade
h(P) temos que

P [sup |h™(¢) — h(p)(€)|] -0,

0<i

ou seja, ™ é um estimador consistente para a fungao h®);

m O estimador IP[Y;/] € consistente para da fungao de distribuicao
PIX = i];
m Temos que
VT [ﬁp(z) - hp(e)]
converge em distribuicdo para uma variavel aleatéria normal com
média zero e variancia
P(0) (1 = hP(0))

O—h(g):W7 =1,2,--- k.
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Teste de Logrank Ponderado

m Denotamos n* := (ny,...,ny) € N, Ny :=max{n,...,n;} e
n=nm+---+ny;

m n* — oo significa n, — oo para todo p € J e assumimos que
bp = limp« 00 Mp/N; p € T eXiste;

m Queremos testar as hipoteses
Ho:h'(0) = () =---=h )t eN;
H; : Pelos menos uma fungao intensidade diferente;
m Seja R" (i) := 2221 R™(i)e V" (i) = Z;ﬂ V(i) o nimero total de

eventos de interesse e 0 nimero total sob risco na categoria /,
respectivamente.
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Estatistica de Logrank Ponderado

Estatistica de Logrank ponderado é dada por:

i = L5 (3) oo S o)

=1 q1#q

AR™ (z)] |

71\ 1/2
_ ; <n> u(n*, ) {AR a(£) — V™ (0) G0 cJ,

no qual o processo peso u(n*;-) é limitado e converge em probabilidade
para uma funcéo limitada.
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

m Gehan e Wilcoxon (J = 2) e Kruskal-Walis (J > 2)

0
n

u(n*,¢) =
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

m Gehan e Wilcoxon (J = 2) e Kruskal-Walis (J > 2)

0
n

u(n*,¢) =

m Tarone e Ware

m Logrank

u(n*, £) :=1.
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

Como a soma dos componentes LR, é nula, a estatistica de Logrank
multivariada é definida por:

LRo(n*, i) := (LR (n*, 1), ..., LRy_1(n*,i))7,

para n* € N’ e i > 1. A estrutura de covariancia é dada por

X St B (O) k=
[F(n*, )] = ' (1)
ZIK=1 wAn*(k7r7€); |fk7éf,
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

Variancia:
A 1 N Vra(f) V()] [V (6) — AR™ (¢) -
20 = 2O g 1= T |y o | AR 0
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

Variancia:

N 1 N Vra(f) V()] [V (6) — AR™ (¢) -
20 = 2O g 1= T |y o | AR 0
Covariancia:

A T o V™) V™) [V () —AR™(¢) n*
Ve (kor, €)= _5”2(”’£)vn*<e>(z) V"*(é)(e)[ vV (6) — 1 }AH ().

ser#kemJ.
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Estatistica de Logrank Ponderado: Pesos

m Sob Hy, o vetor aleatério LRy(n*, i) converge em distribuigao para
uma distribuigdo normal multivariado N(0, [o(/)) quando n* — oo, no
qual a matriz de covariancias I'y(/) pode ser consistentemente
estimada por 'o(n*, i), no qual I'o(n*, ) & dada por I"(n*,-) sem a
dltima linha e a ultima coluna;

m A estatistica de logrank ponderada relacionada com LR, dada por

X2(n*, i) := LRo(n*, i) "To(n*, i) 'LRo(n*, i), n* € N,

converge em distribuicdo para um chi-quadrado J — 1-graus de
liberdade.
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